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Détection des symétries par réseaux de neur ones
formels: utilisation de représentationsinternes
dans |’ apprentissage

1. Modéles de détection de la symétrie
1.1. Approche neuro-psychologique

Qu'ils soient manufacturés ou non, la plupart des objets qui nous
entourent possédent un centre ou un axe de symétrie. Cette
congtatation, a la base des travaux de Mach (1897) et de I'école de
la Gestdlt, devient moins anecdotique quand on sait que la symétrie
axiale est une des propriétes structurelles des objets qui est la plus
asément détectée par le systéme visud humain, comparée par
exemple a la répétition de motifs (Julesz, 1971 ; Corballis et Roldan,
1975). La symétrie axide pour les formes bidimension-nelles ou
tridimensionnelles a dailleurs fait I'objet de nombreuses éudes de
psychophysique, différentes les unes des autres par les conditions
expérimentales et/ou le type de stimuli employés (Corballis et
Roldan, 1975 ; Goldmeier, 1972 ; Julesz, 1971 ; Pamer et
Hemenway, 1978 ; Pellizer et col., 1992 ; Rock et Leaman, 1963 ;
Royer, 1981 ; Shiffrar et Shepard, 1991).

En particulier, le temps de présentation du stimulus nécessaire ala
détection de la symétrie peut ére tres bref, de l'ordre de 25
millisecondes (Carmody et col., 1977). Locher et Nodine (1973) ont
montré que les mouvements oculaires d'exploration du contour
dune forme étaient fortement influencés, en ce qui concerne les
points de fixation, par la présence d'une symétrie bilatérale dans le
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stimuli. Ce résultat semble confirmer que la détection d'une symétrie
préprogramme les mouvements oculaires. L'intérét de détecter
précocement un axe de symétrie résiderait dans une réduction
consdérable de l'information a traiter e a mémoriser (Barlow et
Reeves, 1979). En outre, quand deux stimuli ne difféerent que par la
présence dun axe de symérie, le simuli symétrique et
générdement consdéré comme moins complexe e ayant une
"bonne" forme (Chipman, 1977). Cette smplification de
I'information est mise en évidence dans des taches de rappel et de
discrimination (Freyd et Tverski, 1984) qui concluent que les
représentations mentales issues des formes a peu pres symétriques
sont toujours plus symeétriques que les formes eles-mémes.

On peut donc penser que la détection de symétrie est un
processus holistique intervenant trés tét dans les principes
organisationnels des formes, et en conséquence serait influencé par
les conditions de présentation (orientation de I'axe de symeétrie,
présence de faces cachées...). Ains, Mach (1897) remarquait dé§a
gue lorsgue I'axe de symétrie d'une figure est vertical, il est détecté
plus rapidement qu'un axe incliné. Cette congatation se trouva
confirmée par toutes les études suivantes aussi bien pour les temps
de détection que pour les taux d'erreurs. Méme s |e probléme de la
définition de la "verticae" intervenant dans la détection n'est pas
encore résolu (certaines études considérant que seule la verticale
rétinienne intervient (Corballis et Roldan, 1975) dors que dautres
consderent l'intervention dune verticde dite "phénoménae’,
élaborée par différentes informations sensorielles et cognitives
(Rock, 1974)), les résultats différent surtout par les courbes des
temps de réponses et d'erreurs pour différentes inclinaisons de I'axe
de symétrie. Ces courbes de temps de réponse sont en fait la seule
voie, al'heure actuelle, pour inférer les mécanismes sous-jacentsala
perception de la symétrie. Aind, dles sont généradement soit
strictement croissantes quand la différence d'orientation (DO) entre
la verticale et I'axe de symérie croit de 0° a 90° (Corballis et
Roldan, 1975 ; Pellizer et col., 1992), soit en cloche, possédant un
minimum absolu quand DO vaut 0°, un minimum relatif quand DO
vaut 90° et un maximum quand DO vaut environ 45° (Barlow et
Reeves, 1979). Ce dernier type de relation entre temps de réponse et
orientation de I'axe de symétrie est classiquement dénomme "effet
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d'oblique". Un tel effet d'oblique se rencontre dans beaucoup de
taches visuo-spatiales (jugement de paraléisme...) et chez beaucoup
d'espéces animales (voir Appelle 1972 pour une revue assez
compléte).

Cette différence entre les courbes des temps de réaction
sexplique sdon certains auteurs (Pamer et Hemenway, 1978 ;
Royer, 1981) par le fait que les stimuli employés par Corballis et
Roldan comportent dga |'axe suppose de symétrie. Dans le cas ou
I'axe de symétrie n'est pas explicite, PAmer et Hemenway (1978)
supposent |'existence d'un autre mécanisme. Le modele de détection
quils proposent est en deux étapes, comme le confirment leurs
résultats expé&imentaux sur des polygones plans fermés. La
premiere étape consiste en une sélection grossiére des axes de
symétrie les plus probables. Chague axe ains sdlectionné est affecté
d'une certaine probabilité détre traité par la seconde étape. Les
courbes de réponses des sujets semblent indiquer que |'axe vertica
est affecté d'une forte probabilité aors que les axes diagonaux sont
affectés de la plus faible probabilité de choix. La seconde éape du
modele consiste dans le choix d'un axe pour lequel la symétrie est
précisément testée. Si le stimulus n'est pas symétrique suivant cette
ligne, un autre axe est chois a nouveau parmi |I'ensemble des droites
présé ectionnées soustrait de celle précédemment testée. Les auteurs
de ce modele séquentiel n'expliquent cependant pas en quoi consiste
la premiere éape de détection grossere. Le modéle de Royer
(1981), qu'il teste en utilisant comme stimulus des matrices de points
noirs et blancs (identiques a nos stimuli) suppose que le codage ou
le décodage d'un stimulus symétrique résulte du parcours mental
d'un arbre hiérarchique de décision dont les noeuds représentent les
sous groupes des transformations isométriques. Un modde pardléle
a auss éé propose ou le stimulus visud serait traité par plusieurs
canaux, sdectifs a une orientation, mais avec des temps de
traitement de l'information sensiblement différents. En outre, pour
rendre compte de certains résultats, ce modele doit intégrer un
meécanisme réduisant le taux de traitement dans chague cana en
fonction du nombre de canaux actifs en parallele. En conséquence,
le mécanisme doit avoir une capacité de traitement limitée.

Ces modeles de psychophysique sont basés aur I'hypothese, a
priori subjective, que le traitement d'une orientation de I'axe et



4

indépendant des autres (que le processus soit séquentid ou
parallele). Certaines consdérations neurophysiologiques, quant au
traitement cortical de l'information visuelle, supportent cependant
assez bien une telle hypothese. Depuis les travaux de Hube et
Wiesdl (1962, 1974), il est connu qu'il existe dans le cortex visuel
primaire des neurones qui répondent a une orientation préférée du
stimulus dans leur champ récepteur. De surcroit, Orban et col.
(1984) ont montré que la population de neurones répondant a une
orientation verticde du gimulus éait plus importante que cdle
répondant a une orientation horizontale, cette derniére population
étant elle méme plus importante que la population de neurones
répondant & une orientation oblique du stimulus. Certains auteurs
(Barlow et Reeves, 1979) suggérent que l'effet d'oblique serait une
consequence de ce biais dans la distribution des directions préférées
des cellules sdlectives a l'orientation. Néanmoins, cette explication
nous semble difficile a concilier avec I'effet d'oblique congtaté lors
dune tache de déection de symérie. En effet, une orientation
verticae de I'axe de symétrie d'un polygone plan, par exemple,
nimplique en rien que les contours de ce méme polygone aent
principalement des orientations verticales ou horizontales.

Il semble intéressant de savoir s en faisant apprendre a un réseau
de neurones formels a détecter des symétries axiales dans des
figures planes, la structure interne de ce réseau se stabilise en
différents neurones séectifs a une orientation préférée de I'axe de
symétrie, d'une facon assez smilaire au cortex visuel, e sinon
quelle(s) stratégie(s) utiliserait un tel réseau. Cette question et le
point de départ de notre étude.

1.2. Approche booléenne

S on conddére une image | de talle n¥n et un ensemble de
symétries possibles Sj,...,Sk , hous dirons gque | est symétrique s
elle est globalement invariante sous au moins une symetrie S.

On peut définir sur I'ensemble E des images (qui est une partie de

IRP avec p=n¥ n) une fonction booléenne F telle que F(1)="vra" g |
est symétrique et F(l)="faux" sinon. Cette fonction F peut ére
développée en une digonction de k termes Fj, chaque terme i
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indiquant s la symétrie § et vérifiée. Chacun de ces termes Fj éant
une conjonction de termes indiquant I'égalité de deux points de |
(symétriques sous §)). Cf. §4.1.

A priori, la fonction booléenne F se présente donc comme une
digonction de k termes, chague terme éant une conjonction

denviron n2/2 clauses. Nous verrons plus loin quil existe des
réseaux de neurones formels ayant la méme table de vé&ité que la
fonction F et dont la taille de la couche cachée est indépendante
den.

Notons auss que le probléme posé n'est pas linéairement
separable , c’'est-a-dire qu'il n’existe pas d hyperplan H de IRP tel
que toutes les figures symétriques (resp. non Symeétriques)
gppartiennent au méme demi-espace (le complémentaire de H dans
IRP et en effet constitué de deux demi-espaces). Rappelons que le
XOR (le “ou” exclusif) est la fonction booléenne la plus ssimple qui
ne soit pas linéairement séparable (plus exactement, les vecteurs
dont I'image est +1 ne peuvent pas étre séparés de ceux dont
I’image est -1 par un hyperplan). Une générdisation a N dimensions
du XOR congisterait a attribuer la valeur +1 aux vecteurs dont le
nombre de +1 est impair et -1 aux autres. Ce XOR généralisé (en fait
c'est un test de parité effectivement utilisé en transmission) n’est
pas non plus "linéairement separable’ mais pourra étre réalise par un
réseau possédant des couches cachées.

Plus générdement, le probleme de la rédisation de fonctions
booléennes par des réseaux de neurones formels a été pose depuis
longtemps, en premier lieu par MacCullogh et Ritts (1943). Plus
récemment, (Bochereau et Bourgine, 1990) certains auteurs ont
abordé cette question sous l'angle de I'apprentissage de réegles
logiques a partir d'exemples. Le probleme plus spécifique de la
détection de symétrie par des méthodes connexionnistes a d§a fait
I'objet de quelques études. Aing, Sgnowsky et coll. (1986) ont
utilise des machines de Boltzmann pour catégoriser des images
symétriques carrées en fonction de l'orientation de leur axe de
symétrie (horizontal, vertical ou diagonal). Leurs réseaux n'éaent
pas entrainés a séparer les stimuli symétriques et non symetriques.
En effet, la motivation principale des auteurs éait d'examiner s "the
boltzmann learning agorithm is capable of findings sets of weights
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which turn hidden units into useful higher order feature detectors
capable of solving symmetry problem”. Contrairement au
perceptron, cette é&ude montrait gu'une machine de Boltzmann est
capable de résoudre des "prédicats du second ordre”, tels que les
ont définis Minsky et Papert (1969). Un autre résultat intéressant de
I'éude de Sejnowsky et coll fut I'apparition a la fin de la phase
d'apprentissage de patrons de poids de connexion entre la couche
dentrée et les couches cachées. Ces patrons révéaent des
propriétés de symétrie et/ou dantisymétrie. Cependant, certains
poids de connexion éaent extrémement faibles en vaeur absolue
dans la couche cachée. Les auteurs suggérerent que les poids ont
tendance a décroitre dés que I'apprentissage a atteint un état stable.
Néanmoins, ils ne confirmerent pas cette suggestion par des éudes
supplémentaires.

Cohen et coll. (1986) utiliserent des techniques similaires afin de
comparer les performances humaines et celles de machines de
Boltzmann dans une tche de détection de symétrie. En résumé, les
auteurs trouverent des effets d'amorcage rétroactif (priming
repetition effects) et de genéralisation smilaires.

Cependant, il semble gque personne n'ait abordé le probléme de la
détection des symétries axiales dans des images carrées, c'est adire
comment séparer des images symétriques et non symeétriques avec
un réseau de neurones artificieds en utilisant I'dgorithme de
rétropropagation du gradient. McCldland et Rumelhart (1986) ont
éudié la classfication d' "input strings as to whether or not they are
symmetrical about their center” (p. 341). Avec ce probleme a une
dimension, ces auteurs ont montré que les réseaux de neurones
utilisent uniguement deux neurones dans la couche cachée qui ont
des patrons de connexion antissymeétrique par rapport a leur centre.
De telles propriétés sont-elles généralisables pour des stimuli plans ?
Nous nous proposons de répondre a cette question dans cet article.

2. Un réseau de neurones pour détecter la symétrie, premiers
résultats

2.1. Les exemples
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Un exemple et une image | carrée formée de n¥ n pixels de
vaeur +1 ou -1 (blanc ou noir). On dit que | est symérique s €ele
est globaement invariante lorsgqu'on lui applique une des quatre
Symétries suivantes :

H : symérie / axe horizontd, V : symérie / axe vertica, D1:
symétrie / premiére diagonale, D2 : symétrie / seconde diagonale,



Figure 1 : Exemples d'images carrées 6x6 binaires constituant notre base
d’ apprentissage ou de généralisation. Un carré noir symbolise un bit négatif et
un carré blanc un bit positif. L’exemple A est symétrique par rapport a I’ axe
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vertical V, B par rapport a I'axe horizontal H, C par rapport a la diagonale
D2, D par rapport a la diagonale D1 et enfin E n’est symétrique par rapport a
aucun de ces axes.
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chaque axe passant par le point central S n est impair, par le centre
du carré s n est pair (figure 1).

Chague image est associée a la sortie désirée du réseau (sortie a
+1 9 symétrique ou a -1 S hon symétrique).

2.2. Réseaux de neurones et apprentissage

2.2.1. Structure des réseaux

Nous avons utilisé dans nos simulations des réseaux a couches,
entierement connectés et sans boucles. Les neurones ont une
fonction de transfert de type sigmoide dont |es sorties appartiennent
alintervale [-1, 1]. La sortie du neurone sécrit :

Si=fjwij§ +t) (D

ou § est lasortie du neurone i ; § la sortie du neurone j, entrée du
neuronei ; Wij le poids de la connexion du neurone j vers e neurone
i ; tj le seuil du neuronei ;

et f la fonction sigmoide de transfert : f(x) = (ekX -1)/(ekX +1) ou k
représente la raideur et et égal a 1 dans la suite (quand k&8, on
obtient des réseaux a seuil).

Le nombre de couches cachées varie de 1 a 3, le nombre de
neurones de ces couches est également variable d'un réseau a un
autre. Le nombre de cellules en entrée est fixe et dépend de lataille
des images que I'on présente (Cf. § 2.1). Le réseau ne comporte
gu'une cdllule de sortie, qui doit prendre lavaeur +1 ou -1 selon que
I'exemple présenté est symeétrique ou non-symétrique. Or les valeurs
de cette cdlule appartiennent al'intervalle [-1 ; 1], nous devons donc
choisir une régle de décision externe pour déterminer la classe de
I'exemple. Aing :

-1 < §j < -Sggnifiera"exemple non symétrique’

-S < §j < +S dgnifiera "exemple non déterminé’

+S < §j < 1 dgnifiera"exemple symétrique’.

S représente le seuil de détection, il sera pris égal a 0,75 dans toutes
nos smulations. La performance d'un réseau est le pourcentage
d'exemples correctement classes, relativement a ce seuil S. Il est en
effet illusoire d'utiliser I'écart entre la sortie désirée et la sortie
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obtenue pour mesurer la performance, cet écart dépendant
beaucoup de I'ordre de grandeur des poids multipliés par laraideur.
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2.2.2. Algorithme d'apprentissage
Nos simulations sont basées sur un apprentissage supervisé : une
serie d'exemples de patrons symétriques et non-symétriques est
présentée au réseau, en lui fournissant a chaque fois la sortie désirée
Sd (resp. 1 et -1).
L'initidisation des poids se fait de maniere aéatoire selon une
distribution uniforme entre -0,5 et 0,5, les seuils sont initialises a 0.
L'algorithme utilisé est la rétropropagation du gradient de I'erreur (Le
Cun, 1987 ; Hinton, 1986) avec un terme de moment destiné a
accélérer la convergence (Vogl et cal., 1988).
La modification du poids Wijj (alant du neurone j vers le
neurone i) sécrit :
W0 = 1. 2B2Wij + . 2wt (2)
oul =0,7etpn=0,2
avec E = (S- Sg)2, erreur commise par le réseau.
La modification des poids est appliquée apres un passage complet
de la base dexemples, ce qui rend I'apprentissage insensible a
I'ordre de présentation ; I'apprentissage est conduit jusgu'a quas
stabilisation de I'errevur.

2.3. Smulations avec des images de 6x6 pixels

2.3.1. Ensemble d'exemples

Dans une premiere sé&rie de Simulations nous NOUS SOMMES
restreint a des images de 6x6 pixels, ce qui donne 236 (~6,87 E+10)
images possibles. Parmi celles-ci on compte 218 (~2,62 E+5)
images invariantes par la symétrie H, autant par V, 21 (~2,10 E+6)
par D1 et autant par D2, le reste (99,3 %) éant non symétrique.
Nous avons cependant chois de constituer notre base
d'apprentissage de 50 % d'exemples non symétriques et de 50 %
dexemples symétriques parmi lesquels nous conservons les
proportions "satistiques' de 1 symétrie H ou V pour 8 symétries
D1 ou D2. Les exemples sont générés de maniere aéatoire, le
nombre total d'exemples est de 2592.
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Les capacités de genéralisation des réseaux seront testées sur une
base de générdisation de 5184 exemples, géenérée avec les mémes
proportions que la base d'apprentissage.
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2.3.2. Résultats

Un total de 10 simulations ont été effectuées (Cf. tableau 1). Les
résultats sont exprimés en pourcentage du nombre d'exemples bien
classifiés, compte tenu de la régle de décision précédemment décrite
(8221).

Pour un nombre croissant de neurones (de 3 a 25) dans une
unique couche cachée (et a durée d'apprentissage équivalente) la
performance augmente légerement, ceci est surtout sensible en
généralisation. D'autre part & nombre de connexions éga (comparer
SYM3 1, SYM4 1 et SYM5 1) I'adjonction d'une seconde couche
cachée améiore les résultats tandis qu'une troiséme n'apporte rien
de plus. Cependant nous ne disposons pas d'assez de simulations
pour pouvoir genéraliser ces réaultats, de plus ils saverent non
vaables pour les smulations réalisées avec des images de 10x10
pixels (Cf. tableau 2).

Réseaux de neurones % correct en % correct
apprentissage généralisation

Nom Architecture [ta |sym ns Totd | sym ns Tota
SYM3 2 36/25/1 1 100 99 99,5 |97 98 97,5
SYM3 3 |36/19/1 1 |97 965 |97 |92 9% |94
SYM3 1 36/12/1 1 94,5 97,5 | 96 88 95 91
SYM3 S1 |36/12/1 2 100 100 | 100 |97 97 |97
SYM3 4 36/6/1 2 100 98,5 [ 99 96 97 96,5
SYM3 A | 36/6/1 2 199 985 (99 |92 9% |94
SYM3 51 |36/3/1 1 ? ? ? 86 92 89
SYM3 52 |36/3/1 2 1975 |97 97 |94 98 |96
SYM4 1 | 36/10/7/1 1 100 99 99,5 |98 97 |975
SYM5 1 |36/10/52/1 |1 995 [995 |995 |96 98 |97

Tableau 1 : Résultats des simulations avec des images de 6x6 pixels

Une ligne représente une smulaion.

L'architecture de chagque réseau et donnée par le nombre de neurones de
chague couche. La colonne "ta" donne la durée de |'apprentissage en vaeur relative.
Les réaultats sont exprimeés en % du nombre d'exemples bien classés par rapport au
nombre tota dexemples (ici 2592 pour |'gpprentissage et 5184 pour la
genédisation) ; la colonne "sym" donne les réaultats sur les seuls exemples
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symétriques, la colonne "ns" sur les exemples non symétriques, la colonne "Totd" sur
I'ensemble des exemples.

Lesréseaux SYM3 Sl et 4 ont appris sans utiliser de seuil al'entrée des neurones.
Le réseau SYM3 52 et le réseau SYM3 51 aprés une nouvelle série de passages
de la base dexemples.

Réseaux de neurones % correct en % correct en géneéralisation
apprentissage
Nom Architecture | nbiter. |[sym | ns Totd |H& |D1 |sym |rs Tota
\ &2

SYM3 11 |100/10/1 9114 100 {995 |995 |70 |89 |86,2 |80,2 | 83,2

SYM3_ 20 |100/19/1 7009 [100 [99,5 [100 |49 |72 [693 |691 |69,2

SYM4 10 |100/9/3/1 19693 1100 (99,5 |100 |79 |93 [90,9 [80,6 |85,7

SYM4 20 [100/19/5/1 |6695 |100 [100 |100 |61 |85 |[78,9 (82,0 |80,5

SYM5 15 |100/14/4/2/1 | 8582 |100 [100 |100 |84 |97 [94,8 (89,1 | 92,0

Réseaux de neurones % correct en % correct en généralisation
apprentissage

Nom Architecture | nbiter. | sym ns Totd |H&V |D1&2 |sym ns Totd
SYM3 11 |100/10/1 9114 |100 995 1995 70 89 86,2 |80,2 83,2
SYM3 20 | 100/19/1 7009 | 100 99,5 100 49 72 69,3 69,1 69,2
SYM4 10 |100/9/3/1 19693 | 100 99,5 100 79 93 90,9 |[80,6 85,7
SYM4 20 | 100/19/5/1 | 6695 |100 100 100 61 85 78,9 82,0 80,5
SYMS5 15 | 100/14/4/2/1 | 8582 | 100 100 100 84 97 948 (891 92,0

Tableau 2 : Résultats des simulations avec des images de 10x10 pixels

Cf. lalégende du Tableau 1.

La colonne "nb iter" donne le nombre ditérations pendant lequel le réseau a
appris. En générdisation nous présentons (colonnes "H& V" e "D1& 2") des réaultats
détaillés pour les deux ensembles de symétrie : Horizontale et Verticale dune part et
par rapport aux diagonales dautre part. Ici les résultats sont donnés pour 4320
exemples en apprentissage et 2160 en généraisation.

Nous nous sommes également intéresses a la structure interne du
réseau apres apprentissage, en visualisant les connexions afférentes
a la premiére couche cachée (diagramme de Hinton), suivant en cela
I'exemple de Lehky et Sgnovski (1989). Certaines distributions de
poids approximativement antisymétriques (au sens des matrices) par
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rapport aux 4 axes, se retrouvent dans tous les réseaux ala fin de
I'apprentissage (Cf. figure 2) ; les vaeurs de ces connexions sont
distribuées de maniére tres specifique : eles sont soit inférieures a -
2, soit supérieures a 2, soit trés proches de 0. Ces poids peuvent
étre consgdérés comme formant un masque avec lequel sont
convoluées les entrées, rédisant ains un codage de celles-ci dans
certaines cellules de la premiere couche cachée. Le nombre de telles
cellules est seulement de 2 ou 3 par réseau : ce point sera discuté
par la suite.

Enfin nous définissons la "contribution” de chague neurone des
couches cachées comme éant la différence de performance du
réseal en genéraisation avant et aprés destruction du neurone
considéré (tous les poids sortant du neurone sont fixés a Q) ; les
cellules ayant la plus forte contribution sont celles que nous avions
jugées "structurées’ ; par contre la destruction d'autres neurones
peut parfois augmenter la performance du réseau (voir lafigure 3).

Partant de ces constatations nous avons cherché d'une part a
définir la notion de celule sructurée de fagcon objective et
quantifiable et d'autre part a valider nos résultats sur un ensemble
comportant plus d'exemples et permettant un taux de géenéralisation
plus important. Nous avons donc effectué une série de smulations
avec des images de 10x10 pixels, dont les résultats seront donnés
dans la partie suivante.
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Figure 2 : Exemples de patterns de poids afférents a quelques neurones
structurés de la premiére couche cachée. Ces patterns sont relativement
antisymétriques et se retrouvent dans la plupart des réseaux ayant a
déterminer la symétrie dans une image 6x6. Ces figures rendent compte de la
structure spatiale des patterns, tout en montrant la valeur relative des

connexions.
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Figure 3 : Contribution des neurones de la premiére couche cachée du réseau
SYM3 20 pour une base d exemples de généralisation, symériques ou non
symétriques (Cf. texte). Les neurones ayant une contribution inférieure a 1 en
valeur absolue pour chaque classe d’ exemples n’ont pas été représentés. Les
neurones 3, 9 et 17 montrent la plus forte contribution et sont aussi les seuls a
étre structurés. L’élimination des autres neurones non structurés peut parfois
entrainer un gain dans les performances du réseau. Cela est vrai
essentiellement pour les exemples symétriques et cela se traduit alors par une
contribution négative.

3. Etude de la structuration des neurones de la premiére
couche cachée

3.1. Lecritére de structuration

Les résultats, précédemment décrits, indiquent I'existence de
cellules de la premiére couche cachée qui semblent étre structurées.
Néanmoins, il restait a définir un indicateur numérique rendant
compte de cette structuration, afin de pouvoir quantifier I'influence
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d'une représentation interne au sein de la couche cachée sur les
performances du réseal.

Une unité i de la premiére couche cachée et reliée avec les n2
cellules (j) de larétine par des poids Wij. Pour chaque unitéi de la

couche cachée, on peut ecrire la matrice de poids de connexion ala
rétine W(i) dont les ééments sont les Wij pour j=1 a r#, ou r?
représente le nombre de pixels de la ré&ine. Ains définie, W(i) et
une matrice de M(IR). Il est donc possible d'utiliser les notions
usuelles de distance et de norme dont est muni cet espace métrique,

et en particulier lanorme L2(IR") définie par lardation :

NW(@) = {(s,(w@)?)  j=1.r (3

Comme il a été decrit précedemment, les matrices W(i) semblent
antisymétriques par rapport a chacun des axes de symétrie (H, V,
D1, D2). La notion d'antisymétrie pour une matrice A de Mp(IR) se
définit généraement en rapport a sa premiére diagonde et se traduit
par larelation suivante entre ses ééments :

g,j=-4g, pouri=lanj=1an,ouireprésentelaligneetjla
colonne.
Désormais, nous appellerons "transposee de A suivant D1", notée

tADl, lamatrice ayant pour éément g j, I'indice D1 fait reférence ala
premiére diagonale. De méme, par extension la transposée de A

suivant la seconde diagonale, notée tADZ, est la matrice ayant pour
eléments ah+1-j,n+1-i ; latransposée de A suivant |'axe vertical, notée

tAV , est |a matrice ayant pour €éments ay+1-jj ; enfin latransposée
de A suivant I'axe horizontal, notée tA|_| , est la matrice ayant pour
éléments & n+1-j. En conséquence, la distance de W(i) a -tW(i)Dl,
notée d(W(i), -tW(i)Dl) et qui équivaut a N(W(i) + tW(i)Dl)Z, sera

nulle 9 et seulement s W(i) = -tW(i)Dl. En outre, I'inégalité du
triangle donne lardation (4a) :
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0= d(W(i),-'W(i) ) = dW(i),MO) + d(MO,-W(i),) (49

ou MO est la matrice de Mp(IR) d'déments 0. Mais comme
d(W(i),M0) = NZ(W(i)) =dM O,-tW(i)Dl), on obtient larelation (4b)

0= d(W(i),-W(i),) = 2XNZW(i))  (4b)

Cette rdation (4b) est vérifiée pour chacun des quatre axes de
symeétrie. Nous obtenons en faisant la somme des inéquations (4b)
pour chacun des axes, |'inéquation (4c) :

0 = V4. dW().,-W(i)g,) + dW(i),-W(i)5,) + dW(i),- W),
+dW(0),-W(),)) = 2NAW())  (do)

En supposant W(i) différente de la matrice nulle, ce qui est toujours
vé&ifié dans nos simulations, on peut diviser la relation (4c) par

NZ(W(i)), ce qui nous fournit la relation (4d) aind que la définition
de notre critere CRIT(i) :

CRIT() = (W), W)y, + dW(G),-WG)g,) + dW(),-
b)) + dOWE),-SW(i), ) 4XNZW(D)

dapréslesinégalités précédentes : 0= CRIT(i)) =2  (4d)

L'égdité CRIT(i) = 0 ne peut avoir lieu que dans le cas ou W(i)
est antisymétrique par rapport a chacun des 4 axes de symétrie.
Néanmoins, plus ce critere est proche de 0, plus W(i) tend, au sens
mathématique, vers une matrice totalement antisymétrique e, en
consegquence plus le patron des poids de connexion semble
structuré. C'est la valeur de ce critére qui rend désormais compte de
ce que nous appelons “structuration des cellules de la couche
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cachée". Dans la suite de cette étude, nous considérons qu'une
cdlule de la premiére couche cachée est structurée s son critere
CRIT et inférieur a0,7.

Ce critere peut permettre de corréer les performances d'un réseau
a la sructuration de certaines unités cachées, cest a dire a la
construction d'une représentation interne adéguate au probleme a
résoudre au niveau de la couche cachée. Enfin, I'évolution de ce
critere au cours de |'apprentissage d'un réseau peut nous permettre
de comprendre comment le réseau construit cette représentation
interne.
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3.2. Apprentissages

3.2.1. Lesexemples

En utilisant des images 10x10, nous avons cette fois 2100 (~1,27
E+30) configurations possibles dont 2x(2%0 (~1,13 E+15) + 260
(~1,15 E+18)) ~2,31 E+18 symétriques. Nous avons conserve les
proportions des différents types de symétries dga utilisées
précédemment. Pour ces simulations le nombre d'exemples a été
porté a 4320 pour I'apprentissage et 2160 pour la généralisation.

3.2.2. Résultats des simulations

Nous remarquons ici (Cf. tableau 2) que les résultats en
générdisation sont inférieurs a ceux obtenus avec des images plus
petites. D'autre part une analyse des résultats en générdisation par
type de symétrie montre une meilleure performance des réseaux sur
les symétries diagonales (+15 a 25% selon les réseaux) par rapport
aux symétries horizontale ou verticae. Bien que notre éude n'ait pas
pour objectif de tester cette hypothese, il nous semble que ceci
découle de la proportion plus importante d'exemples de ce type
dans les fichiers d'apprentissage.

3.3. Etude de la structuration au @urs du temps, en relation
avec d'autres caractéristiques des réseaux

3.3.1. Structuration et contribution

Nous pouvons maintenant au vu des valeurs de notre critere, pour
les neurones de la premiére couche cachée de l'ensemble des
résealx, separer ces neurones en deux classes bien distinctes :
neurones structurés (pour lesquels le critére varie de 0,1 a 0,7, la
magjorité éant inférieurs a 0,3) et neurones non structurés (pour
lesquels le critére varie de 0,9 a 1,6, la mgjorité étant supérieurs a
1,4). Nous trouvons 2 ou 3 neurones structurés par réseau en fin
d'apprentissage : il et remarquable de noter que le passage
d'images 6x6 a 10x10 pixels ne modifie pas ce nombre ; ce point
seraanayse au § 4.1.

De méme gue précédemment nous avons observé la dégradation
des résultats en généralisation lorsque I'on supprime des neurones.
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Nous avons en particulier cherché a voir s les neurones structurés
seuls suffisaient pour assurer de bonnes performances au réseal.
Les résultats (Cf. tableau 3) montrent que pour 3 des 5 réseaux on
peut ne garder dans la premiére couche cachée que 2 neurones
structurés et que les performances sont méme améiorées par
rapport au réseau pris dans sa totalité.

Réseau Neurones sym non sym Tota
restant

SYM3 11 Tous 82,5 80,5 81,5
3,57 100 66,1 83
3,5 97,8 74,2 86
3,7 84,7 61,1 73
57 66,1 58,1 62
3 0 44,4 22

SYM3 20 Tous 63,9 69,2 66,5
5,15 89,4 45,8 63

SYM4 10 Tous 86,7 81,7 84,2
5,6, 10 94,7 75,6 85
5,6 54,2 71,9 63
5,10 97,5 75,3 86
6, 10 0 73,6 37
5 0 46,9 24

SYM4 20 Tous 76,7 80,0 78,3
12,18 64,4 69,7 67

SYM5 15 Tous 94.4 89,4 91,9
2,10 75,3 86,1 81
2 0 99,2 50
10 71,1 63,6 67

Tableau 3 : Effet de la destruction de neurones, sans réapprentissage, sur des
réseaux ayant appris desimages de 10x10 pixels

Tous les réaultats sont caculés sur des exemples de géenédisaion (360
symétriques et 360 non symétriques). On ne garde pour chague réseau que 1 a 3
NEeUrones parmi ceux qui sont structurés, les résultats sont a comparer avec ceux
obtenus sur le réseau entier (neurones restants : tous).

Le détail des résultats pour les exemples symétriques d'une part et
non symétriques dautre part montre que, avec les quelques
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neurones structurés restant, les réseaux reconnaissent nettement plus
d'exemples symétriques qu'avec la totalité des neurones. Par contre
Ils reconnaissent moins d'exemples non symétriques. On peut en
conclure que les neurones structurés codent la symétrie, tandis que
les autres ont pour effet de globalement déplacer la vaeur cela
sortie vers les valeurs négatives.
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3.3.2. Etude de la variation simultanée des caractéristiques des
r éseaux
Nous avons étudié les variations smultanées de différents para-
metres, dans le but de déterminer les origines de la structuration :
Critére de structuration (CRIT) ;
Norme moyenne des poids entrant dans une cdlule de la
premiere couche cachée (NPE) ;
Norme moyenne des poids sortant d'une cellule de la premiere
couche cachée (NPS) ;
Taux de géenéralisation du réseau (TG) ;
Taux de genéralisation du réseau apres destruction du neurone
étudié (TGD) ;
Contribution du neurone étudié : PTG = TG - TGD ; sur les
exemples symétriques seulement : PTS, ou sur les non symé
triques : PTNS.

Figure 4 : A) Evolution au cours de I’apprentissage des paramétres d'un
neurone gructuré, appartenant au réseau SYM3 11. L’échelle a gauche se
rapporte a I’ évolution du critére de structuration (Crit), de la norme moyenne
des poids en entrée (NPE) et de la contribution du neurone en généralisation
(PTG) en pourcentage. L’échelle de droite se rapporte a I'évolution de la
norme des poids en sortie (NPS). On remarque qu'’il faut attendre la 350eme
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itération de la base d’ apprentissage avant de constater une augmentation de la
contribution du neurone alors que la structuration est engagée des la 250eme
itération.
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Etat des réseaux en fin d'apprentissage. |l apparait nettement en
fin d'apprentissage deux populations de neurones : les neurones
structurés qui correspondent aux maxima de NPE et NPS ainsi que
des contributions, et les neurones non structurés. L'éude des
corrdations entre les différents parameétres indiquent, qua
I'exception de PTNS, tous ceux-ci sont étroitement corréés (taux
supérieurs a 0,92). Ceci confirme que les neurones structurés
codent la symétrie.

Figure 4 : B) Evolution au cours de |’apprentissage des paramétres d’un
neurone non structuré, appartenant au réseau SYM3_11. On remarque cette fois
gue le critére de structuration, la norme moyenne des poids en entrée et la
contribution en généralisation ne varient quasiment pas pendant I’ apprentis-
sage. La contribution reste en moyenne nulle. La norme des poids de sortie
augmente mais dans des proportions 2,5 fois moindre que pour un neurone
structuré.

Evolution simultanée des paramétres. L'éude de cette évolution
montre que la divergence des neurones entre les deux classes a lieu
relativement tot au cours de l'apprentissage : en géné&al apres
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environ 200 passages de la base d'exemples (Cf. figures 4A et 4B).
Cette divergence saccompagne d'une augmentation brutale de
I'ensemble des paramétres (NPE, NPS, PTG), quoique nettement
moins prononcée dans le cas d'un neurone restant non structuré ;
dans ce dernier cas la contribution du neurone n'augmente
quasiment pas. L'éude des coefficients de corréation entre
parametres sur la durée de I'apprentissage montre, dans le cas
structuré, une étroite dépendance entre tous les paramétres, et dans
le cas non structuré que CRIT et PTG sont tous deux indépendants
de I'ensamble des autres.

Nous pouvons déerminer précisement le moment ou apparait
définitivement pour chague parametre la distinction entre les deux

classes de neurones. Elle apparait d'abord pour CRIT (200eme

passage) puis pour PTS, NPS et NPE (vers les 350 ou 400eme
passages). On peut donc supposer que CRIT est a l'origine de
I'évolution des autres paramétres au moment crucid de
I'apprentissage. L'origine de I'évolution d'un neurone vers une classe
ou l'autre reste indéerminée car les neurones ayant les vaeurs
initiales de CRIT (ou d'autre paramétres) les plus faibles (ou les plus
fortes) ne sont pas forcément les mémes que ceux qui ont les
valeurs finaes les plus faibles (ou les plus fortes).

3.4. Apprentissage " épigénétique”

Partant de la constatation qu'il suffit de tres peu de neurones dans
la premiere couche cachée pour assurer une bonne performance,
nous avons cherché a obtenir de tels réseaux directement par
I'apprentissage. Quelques tentatives de simulations nous ayant
montré gu'un réseau ayant trop peu de neurones dans la couche
cachée au départ ne peut apprendre, nous avons éaboré une
nouvelle procédure que nous nommons “apprentissage
épigénétique” (sinspirant de I"optimal brain damage" de Le Cun,
1989). Cdle-ci consiste, a partir d'un réseau ayant un nombre de
neurones en premiere couche cachée habituel (10 a 25), a lancer
I'apprentissage, puis, avec une certaine fréquence (tous les 60
passages de la base dapprentissage dans nos simulations), a
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détruire le neurone le moins structuré s les deux conditions
suivantes sont verifiées :

C1: il y aau moins un neurone dont le critére de structuration est
inférieur a 0,7 ; ceci afin de laisser sengager le phénomene de
structuration,

C2 : il y aau moins un neurone dont le critére de structuration est

supérieur a0,7 ; ceci ain de ne pas détruire tous les neurones.
Ains des lors que le processus de structuration est engage,
I'apprentissage se continue avec de moins en moins de neurones
dans la premiere couche cachée. A lafin de cdui-ci, il ne reste que
des neurones fortement structurés. Il faut remarquer que la
décrementation du nombre de neurones de la couche cachée est
basée sur la structuration de ceux-ci et non sur leur performance.
Ces deux types de décrémentation auraient conduit a des réseaux
différents, car en début dapprentissage le neurone le moins
structuré n'est pas forcément celui ayant la plus faible contribution
en genéraisation.

L'intéré d'un algorithme "décrémental” d'apprentissage peut se
situer a deux niveaux. Tout d'abord, 1 y a un gain appréciable du
temps d'apprentissage sachant que le temps dune itération de
I'algorithme de rétropropagation du gradient est en o(n), ou n
représente le nombre de neurones de la couche cachée.

Réseau Architecture |H& V |[D1& D2 |sym |[nonsym |Totd
SYM3 11 E | 100/10->3/1 |92 99,5 99 95 97
SYM4 13 E | 100/12->4/4/1 |95 99,5 100 95,5 98
SYM4 13 C | 100/12/4/1 56 87 82 86,5 84
SYM4 13D | 100/4/4/1 30 35 355 |645 50

Tableau 4 : Résultats des simulations épigénétiques

Les colonnes ont la méme sgnification que dans les précédents tableaux. Les
résultats concernent des exemples de générdisation (720 pour les deux premieres
colonnes, 1440 pour les deux suivantes et 2880 pour le tota).
Deux réseaux ont subi un gpprentissage épigénétique : leur nom et suivi de la lettre
E. Leréseau SYM4 13 C patant du méme éat initid que SYM4 13 E, asubi un
apprentissage classique, avec le méme nombre ditérations (voir texte). Le réseau
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SYM4 13 D dérive de SYM4 13 C par conservation des seuls neurones cachés
existant dans SYM4_13 E (voir texte).

Le gain d'un tel apprentissage peut auss résider dans la sélection
de quelques neurones particulierement adaptés a la résolution du
probléme et dans I'amélioration des performances du réseau. Afin
de tester ces hypotheses, nous avons comparés deux réseaux
(SYM4_13E et SYM4 13C), tout a fait identiques quant a leur état
initia (nombres de neurones et valeurs initides des connexions) et
quant aux parameétres d'apprentissages (nombre ditérations de la
base d'apprentissage, terme du gradient...). Les réseaux soumis a un
apprentissage  épigénétique,  désormais  appelés  réseaux
épigenétiques, ont des résultats nettement meilleurs que ceux des
résealx obtenus auparavant. Aingd, comme l'indique le tableau 4, un
réseau épigénétique montre des performances plus grandes (d'au
moins 9%) en généralisation.

Le réseau épigénétique SYM4 13E, qui ne possede que 4
neurones dans la couche cachée (en comparaison de 12 au départ),
montre auss des performances améliorées par rapport au réseau
normal n'ayant que ces 4 neurones actifs : SYM4 13D (et cela de
plus de 30%). La figure 5 montre I'évolution ssimultanée des criteres
de structuration, en fonction du nombre ditérations de la base
d'apprentissage, pour les 4 neurones présents dans le réseau
épigénétique. Ce graphique montre clairement que |'apprentissage
épigénétique entraine une accdération et une améioration de la
structuration des neurones cachés et ceci dans un rapport d'environ
2. En outre, il confirme bien que la Structuration commence vers le

200ame passage de la base d'apprentissage. 11 faut constater que les
neurones conserveés par |'algorithme épigénétique sont ceux qui ont
les meilleurs criteres de structuration dans le réseaux SYM4 13C, a
I'exception du neurone caché numéro 10 qui ne se structure pas au
cours de I'apprentissage normal. On peut auss remarquer que les
neurones qui vont se structurer ne sont pas nécessairement ceux
ayant initidlement une vaeur de critere faible (Cf. § 3.3.2.2). D'autre
part, le nombre de 4 neurones obtenus dans la premiére couche
cachée est supérieur a cdui trouvé précédemment (2 ou 3) ;
cependant une modification des parametres de |'apprentissage
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épigenétique (C1=0,7 et C2=0,3), nous permet d'obtenir un réseau
de 3 neurones dans la couche cachée (SYM3_11E) et ayant de trés
bonnes performances (Tableau 4).

Ces réaultats indiquent gu'un nombre restreint (3) de neurones
dans la couche cachée permet d'obtenir une excellente performance
pour ce probléme de détection des symétries et que cette
performance est corrélée alavaleur des critéres de structuration des
neurones. Enfin, l'algorithme épigénétique décrit ci-dessus fait
preuve dune efficacité supérieure a celle de l'dgorithme de
rétropropagation du gradient classique.

Figure 5 : Différence d'évolution du critéere de structuration pendant un
apprentissage classique (noté C) et un apprentissage épigénétique (noté E) (cf.
texte). Les deux réseaux avaient le méme état initial et les mémes parameétres
d’ apprentissage. On compare les critéres des 4 neurones cachés qui sont
conservés par |'apprentissage épigénétique. Notez qu'apres la 1500éme
itération de la base d’'apprentissage, il n'y a plus d’évolution notable de la
valeur descritéres.

Ces résultats suggerent que |'association de quelques patrons de
poids structurés différents, dans lesquels les poids faibles sont non
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nuls (figure 2) est certainement suffisante pour classifier la quas-
totalités des images possibles.

4. Le probléme des configurations symétriques d’ une orbite
4.1. Analyse théorique du probléme des symétries

4.1.1. Présentation du probleme

Nos simulations ont indiqué qu'un réseau présentant de bonnes
performances dans la détection des symétries possede un nombre
restreint de neurones structurés (2 ou 3) dans la premiére couche
cachée. En outre, nos résultats ont montré que la majeure partie des
performances du réseau reposait sur ces seules cellules structurées.
Méme s hous n'avons pas pu fixer de bornes précises a la quantité
de neurones nécessaire et suffisante dans la premiére couche cachée
pour résoudre notre probléme, il semble que ce nombre soit
indépendant de lataille de la rétine d'entrée. En effet, des smulations
avec une retine 6x6 pixels ou 10x10 pixels ont conduit a une quantité
similaire de cellules structurées. En conclusion, il semble que lataille
de I'entrée n'influe pas sur le nombre de neurones nécessaires a la
discrimination de la symétrie dans le cas de quatre axes de symétrie.
La démonstration de ce fait est donnée ci-apres :

Soit uneimage | carrée formée de MxM points de valeur +1 ou -1
(blanc ou noir). Nous rappelons que | sera dite symétrique s elle est
globadement invariante lorsqu'on lui appliqgue une des quatre
symeétries suivantes :

H: symétrie/ axe horizontal

V: symétrie/ axe verticd

D1: symétrie / premiéere diagonde

D2: symétrie / seconde diagonae
chague axe passant par le point central S M est impair, par le centre
du carrés M e pair.

Consdérons la partition de | en orbites Oj ; une orbite est
obtenue en appliquant les 4 symétries a un point quelconque de . I
est facile de voir qu'en général, une orbite possede 8 points.
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Si le point choisi est sur un axe de symétrie, I'orbite n‘aura plus que
4 points. S le point chois est sur tous les axes (cas M impair),
I'orbite est réduite a un point.

Le probléme de décision concernant | se raméne a N problémes (N
étant le nombre d'orbites) concernant chague orbite séparément, la
seule contrainte étant que la méme symétrie doit opérer pour
toutes les orbites. Pour une orbite typique de 8 points, il existe 256
configurations dont 54 symétriques. Si on note X9, X1,..., X7 les 8

valeurs des points d'une orbite donnée, numérotés dans le sens
direct, la condition de symétrie sécrira:

Xj=X1-i OU Xj=X3-j OU Xj=X5 Ou Xj=X7-i pour i=0,...,7

les indices éant tous pris modulo 8. S on considere I'image comme
un vecteur a M2 composantes, la condition de symétrie H sécrira
comme une conjonction de conditions du type : Xj=Xk-j  pour un
K fixé dans 1,3,5,7 et pour i=0,...,7 avec 8 ou 4 conditions par
orbites.

4.1.2. Résolution dans le cas d'un axe de symétrie

La premiere question posée et la suivante : combien de cellules
cachées (en supposant une seule couche) faut-il a un réseau pour,
ayant I'image | a M2 valeurs en entrée, donner en sortie +1 s | admet
lasymétrie H et -1 sinon.
Nous dlons montrer que la réponse est "2 celules', et cda
indépendamment de la vaeur de M. Pour éablir ce résultd,
commengons par transformer le probleme en un probleme
géométrique.

Considérons I'ensemble E={-1 ; +1}MxM de toutes les images
possibles et Hy le sous ensemble des images symétriques pour H.

S nous trouvons un hyperplan de IRMXM qui rencontre E selon
Hm, nous aurons une forme linéaire u (celle qui est nulle sur
I'nyperplan) telle que::

X&E et &u(X)&< e O XaHp



car E n'a qu'un nombre fini de points, donc la valeur minimale non
nulle de &u(X)& quand X est dans E-Hy est bien strictement
positive.

Il suffira alors de prendre comme poids les coefficients de laforme
linéaire u pour la premiére cellule cachée Ct et leurs opposés pour

la deuxieme cellule cachée C-. On choisit de plus les seuils g de ces
deux cellules de maniére a obtenir deux sorties proches de +1 quand
I'entrée vérifie u(X)=0. Pour obtenir une sortie voisine de +1 S et
seulement S XaHy , on rédise ensite un ET logique entre les deux
cellules cachées et la cellule de sortie. S X n'appartient pas a Hy ,
on au(X)>e ou u(X)<-e et I'une des sorties d'une cdlule cachée
sera assez différente de +1 pour donner une sortie globale du réseau
proche de -1.

Il nous reste a montrer qu'un tel hyperplan (ou la forme linéaire
associée) existe bien, cela va découler du lemme d'évitement.

Lemme d'évitement
Soit p points de IRN tous différents du vecteur nul et =2, il existe
dorsuneformelinéaireu et unréd e>0 telsque:

pour i=1,....p Uu(xj)u>e
Preuve : ar récurrence sur p : c'est évident pour p=1 et nous le
démontrons pour p+1 en le supposant verifie pour p.

Soit u la forme linéaire apportée par I'nypothese sur les p
premiers points. Si xp+1 Nannule pas u, cest fini. S u(xp+1)=0,
nous dlons condruire une nouvelle forme linéaire v en faisant
tourner I'nyperplan pour quiil évite xp+1 sans pour autant passer par
les p premiers points. Posons :

V(X) = Uu(X)+ a.<x, Xp+1>

D'aprés la deuxieme inégdité du triangle, on a:

&V(X)& > & &U(X)& -a.&<X,Xp+1>& & i=1,..p
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&u(xj&
&<Xj, Xp+1>&

et en prenant  a < Min { } étendu aux indicesi ou <xj,

Xp+1> ?0,onaura:
&v(Xj)& >0 i=1,...p
et doncil existe e>0te que: v(xj)& >¢e' i=1,..p

puisgue u(xj) est toujours non nul. Pour Xp+1, on aura:
&V(xp+1)&=a .| Ixp+1] 12 >e"

Il suffit de prendre e = Min(e',e"). On aains construit une forme
lindaire v qui évite les p+1 points. La figure 6 est une description
géométrique de ce lemme d'évitement.

Figure 6 : Le nombre de points ¥i étant fini, il est toujours possible de trouver
un hyperplan H évitant complétement les ¥i ; en “épaississant” cet hyperplan
d’un épaisseur d, on obtient une tranche d’ espace vide de ¥i. L’ épaississement
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est toujours possible considérant que le ¥i le plus proche de H est a une
distance d’'>d de H.

Pour utiliser ce lemme, introduisons I'application linéaire D de
IRMXM dans IRN qui associe a uneimage | le vecteur D(1) :

D(1)=(Xi1-Xi2 ,-.-» Xin-Xin+1)

ou les pares dindices (i1,i2),....(inin+1) correspondent aux
conditions de la symétrie par rapport a H (par exemple). Ces paires
d'indices peuvent étre regroupées par orbite, chague orbite donnant
autant de paires qu'elle comporte de points (8 ou 4).
Dire que | est H-symétrique est équivaent a: D(I) = (0,0,...,0).
L'ensemble E de toutes lesimages est fini et son image par D I'est
auss, D(E) a par exemple p déments de IRN et comme Hy est le
noyau de D, l'image de E-Hyy ne contient pas 0. On peut appliquer
le lemme dévitement a D(E-Hy) ce qui nous fournit une forme
lindaire u. La forme lindaire U=ugD de IRMXM sisfait aing ala
condition : X&E et &U(X)&< e  XaHMm € ceci prouve que la
propriété de symétrie par rapport a H peut étre trouvée par un
réseau a deux cellules cachées seulement.

4.1.3. Généralisation a 4 axes de symétrie

La deuxieme question posee est la suivante : combien de cdllules
cachées (en supposant une seule couche) faut-il a un réseau pour,
ayant I'image | a M2 valeurs en entrée, donner en sortie +1 (a e pres)
S | admet une des 4 symétriesH, V, A, D et -1 (a e pres) sinon, et
ceci quelquesoit e >0.
Pour I'instant, nous savons seulement que ce nombre est inférieur ou
égal a 8 (en utilisant le résultat précedent) aors que les expériences
décrites plus haut donnent un nombre inférieur.
Remarquons que nous n'avons pas utilisé la régularité de I'ensemble
D(E-Hwm) = {-2,0,+2} N mais seulement le fait que c'est un ensemble
fini 1l faut peut ére y voir I'explication de la différence entre la
prédiction théorique (8 cellules cachées en tout) et expé&imentale (2
a 3 cdlules, mais avec une faible erreur résiduelle).
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Nous nous proposons de montrer que, en ce qui concerne une
seule orbite, le nombre d'hyperplans suffisants n'est pas de 8, mais
est égal a4

4.2. Détermination expé&imentale du nombre de cellules pour
résoudre le probléme de I'orbite

Afin de fixer une borne supérieure au nombre d'hyperplans (ou de
cellules cachées) nécessaires a la séparation des configurations

symériques e non symériques pour un vecteur de IRS,
représentant les valeurs des pixels d'une orbite, nous avons essayé
de résoudre ce probleme avec des réseaux neuronaux. Nous
rappelons qu'il existe 256 configurations distinctes parmi lesquelles
seulement 54 configurations symétriques pour ce probleme.

Nous avons fait I'apprentissage de notre réseau avec les mémes
techniques que précédemment. La performance du réseau est
évaluée en terme de tout ou rien, c'est a dire qu'un réseau n'est
consdéré comme ayant résolu le probleme qua l'instant ou il
classfie correctement les 256 exemples au seuil 0,75. Cela signifie
que la vadeur en sortie du réseau a la présentation dune
configuration symétrique appartient a [0,75 ,1] et que cele
correspondant a une configuration non symétrique appartient a [-1, -
0,75]. Toutes nos simulations ont porté sur des réseaux a trois
couches, dont la premiére se compose de 8 neurones, la derniére
d'un seul neurone et la couche cachée d'un nombre variant de 3 a 10
NEUrones.

Quant un réseau possédant N neurones dans la couche cachée est
capable de résoudre ce probléme, nous savons alors que le nombre
minimum de neurones nécessaires et suffisants est inférieur ou éga a
N. Les résultats théoriques présentés ci-dessus nous donnent une
borne supérieure de 8. Les smulations effectuées indiquent qu'avec
5 neurones dans la couche cachée, un réseau résout ce probléme.
Toutes nos smulations avec des réseaux ayant un nombre inférieur
a 5 neurones dans la couche cachée, et dont les poids initiaux sont
genérés aéatoirement, ont échoué : les réseaux ne pouvant
généralement pas classer correctement 2 configurations symétriques.
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Pour les réseaux ayant plus de 5 neurones, les patrons des poids de
connexions en fin d'apprentissage sont a nouveau antisymétriques.

4.3. Une solution particuliere

Les huit points de I'orbite peuvent se décomposer en sommets de
2 rectangles R1 et R2 (figure 7A). Si I'on suppose que le réseau doit
détecter les configurations symétriques par rapport a H ou V des
sommets de R1, il est facile de trouver un patron de poids afférents
d'un neurone caché tel que son activité soit nulle s et seulement s
les sommets de R1 représentent une configuration symétrique par
rapport aH ou V.

Ce patron peut par exemple étre celui représenté dans la figure
7B, cest a dire des poids identiques en valeur absolue (1 par
exemple) mais dont les signes sont alternés. Dans le cas dune
configuration non symétrique, l'activité du neurone caché ne peut
valoir en vaeur absolue que 1 ou 2. S on combine un tel patron
avec un patron identique pour le rectangle R2 (avec un rapport
adéquat : 1/4 dans notre exemple), I'activité du neurone caché
résultant est nulle s I'orbite est symétrique par rapport aH ou V, et
non nulle s I'un des 2 rectangles au moins ne présente aucune des 2
symétries. Enfin, quand ce n'est pas la méme symétrie qui opere sur
R1 et R2 simultanément, la sortie est encore nulle, cependant I'orbite
est encore bien symétrique par rapport a une des diagonales (figure
70).
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Figure 7 : A) Pour 4 axes de symétrie (H, V, D1, D2) une orbite se réduit a huit
points (xi). Ces points peuvent étre regroupés en sommets de deux triangles
(R).

B) Pattern de poids d’un neurone caché dont la sortie sera nulle si I'image est
symétrique par rapport a H ou V (cf. texte).

C) Exemple d'une configuration H-symétrique pour R2, V-symétrique pour R1
et D1 symétrique pour I’ orbite.

Une couche cachée composée d'un neurone ayant un tel patron
de poids couplé a un neurone ayant un patron de poids opposés
peut résoudre le probleme de détection dune symétrie H ou V. S
on y goute 2 autres neurones dont les poids sont obtenus par une
permutation circulaire, on peut alors détecter, en théorie, les 4 types
de symétries. Pour ce faire, nous avons initiaisé un réseau a 4
neurones dans la couche cachée avec de tels poids, les autres poids
éant initialisés a 0. Ce réseau a résolu aisement le probleme, en
conservant la méme organisation des poids. En fin d'apprentissage,
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les poids initidement a 1 sont a 5,03 (20,1), les poids initidement a
0,25 sont a 3,24 (+0,1), les seuils de tous les neurones de la couche
cachée vaent -1,75 , celui du neurone de sortie 8,34, enfin les
connexions entre la couche cachée et la couche de sortie valent
8,24.

Il est donc possble théoriquement et expérimentalement de
trouver un réseau avec 4 neurones dans la couche cachée, pour
résoudre le probléme de I'orbite, dans le cas de 4 axes de symétrie.
La difficulté de trouver un tel réseau avec une initidisation aéatoire
peut sexpliquer par le nombre "réduit" de solutions ou par des
particularités géométriques du graphe de la fonction colt dans
I'espace des poids.

5. Discussion

Nous avons un réseau possedant quatre neurones dans une seule
couche cachée, résolvant sans erreur le probleme de la symétrie
pour une orbite (C'est a dire un ensemble de huit points fermeés pour
les quatre opérations de symétrie axiale). Néanmoins, nous n'avons
pas pu trouver le nombre de neurones minimum nécessaire pour
résoudre ce probléme de I'orhite.

De plus, le probleme global de la détection d'une symétrie axiae
dans une image carrée n'est pas la smple conjonction de ce méme
probleme posé indépendamment pour chaque orbite, car il faut que
la méme symétrie opere sur chacune des orbites. Ceci rend I'analyse
mathématique du probleme plus difficile ; nous avons pu démontrer
I'existence théorique d'une borne supérieure égale a huit neurones
cachés. Cependant, nos résultats expérimentaux indiquent qu'avec 2
ou 3 neurones cachés on résout le probléme avec une erreur
résduelle tres faible pour I'ensemble de générdisation (dont la
représentativité n'est pas assurée).

Relation avec |'approche neuro-psychol ogique

Il faut considérer gue nous n'avons pas essayé, lors de cette
étude, de faire une smulation "plausible" de la détection de symétrie
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par le cortex visuel. En effet, nos neurones formels n'ont aucune des
propriétés connues des neurones réds (dans la rétine ou dans le
cortex visuel primaire). Néanmoins, nous pouvons confronter nos
résultats a ceux obtenus en psychologie humaine et tenter d'en
comprendre les convergences ou |les divergences.

Le résultat principal de notre article est le petit nombre de
neurones formels nécessaires pour détecter des stimuli symétriques,
et cela avec une assez grande précision (environ 97 % de réussite).
Il faut se rappeler que la symétrie est tres facilement et rapidement
détectée par le systeme visuel humain. On peut donc supposer qu'a
I'instar de nos réseaux de neurones formels, un nombre assez
restreint de neurones soient dédiés a la détection des symétries
axiales. Cependant, nous avons smplifié le probléme en ne
présentant que quatre axes possibles de symétrie (vertical, horizontal
et diagonaux). Il est probable qu'un plus grand nombre
d'orientations possibles de I'axe de symétrie aurait accru le nombre
de neurones nécessaires a la détection des symétries, mais dans des
proportions raisonnables au vu de nos résultats sur 4 orientations et
ala partie theorique.

Un autre résultat important que nous avons obtenu est que
chague neurone de la couche cachée est sdectif a toutes les
orientations de |'axe de symétrie, et ne possede pas une orientation
préférée, a la différence de certains neurones du cortex visuel
primaire. Ce point et donc une différence maeure entre nos
simulations et tous les modédes de la psychologie expé&imentale de
détection des symétries qui reposent sur un traitement différentiel de
chaque orientation de I'axe de syméirie.

Il faut rappeler que ces modeles proviennent de résultats qui
indiquent tous une anisotropie directionnelle dans la détection des
symétries ("effet d'oblique"). Nos réseaux de neurones formels ne
smulent pas du tout un tel comportement, au contraire, les résultats
indiquent que le taux d'erreurs est plus important quand I'orientation
de I'axe de symétrie des stimuli est vertical ou horizontal, comparé a
une orientation oblique. Nous suggérons que cette divergence
provient des proportions différentes des stimuli possédant une
symétrie horizontale/verticade versus diagonale dans notre base
d'apprentissage. En effet, nous avons essayé de respecter la
proportion "mathématique” des différents types de symétrie (C'est-a
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dire il y a beaucoup plus de stimuli symétriques par rapport aux
diagonales que par rapport a la verticde ou a I'horizontae).
Cependant, cette proportionnalité "mathématique” ne correspond
absolument pas a la proportion "naturdle' des différentes
orientations des axes de symétrie. Aind, comme le soulignait Barlow
et Reeves (1979), il y a plus dobjets ayant un axe de symétrie
vertical ou horizontal que d'objets ayant un axe oblique dans la vie
courante. Quoique nous n‘ayons pas mené une telle éude, il nous
semble gu'en modifiant la proportion des différentes catégories de
stimuli dans la base d'apprentissage, nous puissions simuler un
"effet d'oblique” avec des réseaux de neurones formels.

Conclusion

En conclusion, nous avons présenté, dans cet article, un
ensemble de résultats théoriques et exp&imentaux. Sur le plan
théorique, nous n'avons pu éablir gqu'une borne supérieure assez
pessimiste pour le nombre de neurones cachés (8 neurones)
necessaire pour résoudre le probléme des 4 axes de symétrie.
Néanmoins, le fait que ce nombre soit indépendant de la taille de la
rétine nous parait dga un résultat tres intéressant.

Sur le plan expé&imenta, il apparait clarement quun réseau
possedant 2 ou 3 celules cachées est capable de classifier
correctement quasiment toutes les figures symétriques ou non
Symeétriques.

Il est & noter que l'apprentissage par rétropropagation du
gradient a conduit les réseaux a utiliser un nombre faible de
neurones cachés sans qu'aucun mécanisme de compétition ou de
sélection n'intervienne. Ces gquelques neurones sont spécifiques de
par la structure spatiale de leurs connexions a la couche d'entrée.
Par la définition d'un indicateur numérique rendant compte de cette
structuration, nous avons pu corréler les performances d'un réseau a
I'émergence de ces structures. Nous avons auss défini un
algorithme sSdlectif dapprentissage qui permet dentrainer des
réseaux plus rapidement et avec une améioration des performances.
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Il nous semble que la structuration des poids et la possibilité
daméliorer I'apprentissage par une destruction sdlective des cdllules
sont d'une portée plus large que celle du probleme pose.

En l'occurrence, nous avons réuss dans un cas particulier a
synthétiser une fonction booléenne complexe (s on prend comme
mesure le nombre de termes de sa forme normale digonctive par
exemple) al'aide d'un réseau beaucoup plus smple.

Il reste donc a affiner les résultats théoriques et a examiner les
possibilités dapplications de ce type de synthése a dautres
fonctions bool éennes.
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